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 ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ   

ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ 9 ΙΟΥΝΙΟΥ 2017  
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 135 
A2. α. Ψ 

β. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f,  με  f (x) = |x|.   
H  f  είναι συνεχής στο  x0 = 0  διότι  

x 0
f (x) = f (0) = 0im


  

και η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη διότι 

- +x 0 x 0

f (x) - f (0) f (x) - f (0) = -1  και   = 1
x - 0 x - 0

im im
 
   

A3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 73 
Α4. α. Λάθος,    β. Σωστό,   γ. Λάθος,  δ. Σωστό,  ε. Σωστό.   
 
ΘΕΜΑ Β 

 

 

f g

fog g f

 D  = (0 , + )  και  D  = (-  , 1) (1 , + )
      D  = x D   και  g (x) D

x             = x (-  , 1) (1 , + )  και   > 0  
1 - x

   

 

   

Β1.

 

 

x -                    0                         1                    + 
x - + + 

1 - x + + - 
πηλίκο - + - 

 

 fog      D  = x (-  , 1) (1 , + )  και  x (0 , 1)  = (0 , 1)
x      (fog) (x) = f (g (x)) = g (x) = , x (0 , 1)

1 - x
n n
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ος

2

 1  τρόπος

x 1 x 1 - x 1 1      h΄(x) =  =  =  = x1 - x 1 - x x (1 - x) x (1 - x)
1 - x

      Είναι  h΄(x) > 0  στο  (0 , 1),  άρα η  h  είναι γνησίως αύξουσα,
      άρα η  h  είναι  1-1,  άρα η  h  αντ

n
 

 




Β2.

ος

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2

ιστρέφεται.

2  τρόπος
x x x xh (x ) = h (x )    =     =   

      1 - x 1 - x 1 - x 1 - x
x (1 - x ) = x (1 - x )    x  - x x  = x  - x x     x  = x
άρα η  h  είναι  1-1,  άρα η  h  αντιστρέφετ

n n  

 

 

+ + +

+x 0

- -

-x 1

xΘέτω  = u
1 - x

xx 0 x 0 u 0 = 0 h 1 - x

xΘέτω  = t
1 - x

x t +x 1 x 1  = +
1 - x

αι.

x     h (x) =  =  u = -
1 - x

  
x     h (x) =  =  t = +

1 - x

      h ((0

im

im

im im n im n

im im n im n





   

   




 








    

    

-1h

y y y

y
y y y y

y

x
-1

x

, 1)) = D  = IR

x x      y =     e  =     e  - xe  = x   
1 - x 1 - x

e      e  = xe  + x   e  = x(e  + 1)   x = 
e  + 1

e      άρα  h (x) = , x IR
e  + 1

n   
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x x x x x

x x 2

x x x x 2x x 2x x

x 2 x 2 x 2

e (e ) (e  + 1) - e (e  + 1)΄ φ΄(x) =  =  
e  + 1 (e  + 1)

e (e  + 1) - e e e  + e  - e e              =  =  =  > 0
(e  + 1) (e  + 1) (e  + 1)

     άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα και δεν έ

΄ 
 
 



Β3.

 x x x 2 x x 2

x 2 x 4

x x 2 x x x x x x x

x 4 x 4

x

χει ακρότατα

e (e ) (e  + 1)  - e (e  + 1) ΄     φ΄΄(x) =  =  
(e  + 1) (e  + 1)

e (e  + 1)  - e 2(e  + 1) e e (e  + 1) ((e  + 1 - 2e )              =  =  
(e  + 1) (e  + 1)

e (1              = 

΄ 
 
 

  

 x

x 3

x x
x

x 3

x x
x

x 3

x x 0

 - e )
(e  + 1)

e (1 - e )      φ΄΄(x) = 0     = 0   1 - e  = 0    x = 0 
(e  + 1)

e (1 - e )      φ΄΄(x) > 0     > 0   1 - e  > 0    
(e  + 1)

                               e  < 1   e  < e   


  


  

    x < 0

 

 
x -                        0                     + 

φ΄΄(x) + - 
φ (x)   

 
Η  φ  είναι κυρτή στο  (- , 0],  ενώ είναι κοίλη στο  [0 , +) 

 0

0
e 1 1φ (0) =  = ,  άρα σημείο καμπής  Α 0, 

e  + 1 2 2  
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x
x

xx - x - x -

+
x x+

x xx + x + DL'H x + x +

e φ (x) =  = 0,   διότι  e  = 0
e  + 1

      άρα έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  -   την  y = 0  (x΄x)

e (e )      φ (x) =  =   = 
e  + 1 (e  + 1)΄

im im im

΄im im im im

     




      



  

   

Β4.

x

x
e  = 1,
e

      άρα έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  +   την  y = 1




 

 

ΘΕΜΑ Γ 

f 0 0

0 0 0

0 0 0

 f (x) = - ημx  και  f΄(x) = -συνx,  x [0 , π]

     ε : εφαπτομένη της  C   στο σημείο της  Μ (x  , f (x ))
     ε : y - f (x ) = f΄(x ) (x - x )    
     ε : y + ημx  = -συνx (x - x ) 
 

π     A  , 
2



 



Γ1.

 
 

 
0 0 0

0 0 0

π- (ε)    
2

π π     -  + ημx  = -συνx  - x   
2 2

π π    x  - συνx  - ημx  +  = 0
2 2
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     Θεωρώ τη συνάρτηση  q,  με  

π π     q (x) = x - συνx - ημx + ,  x [0 , π]
2 2
π π     q΄(x) = x - συνx - ημx +  
2 2

π π             = x - συνx + x - (συνx)΄ - (ημx)΄ 
2 2

         

 

   

 

ος1  τρόπος

    = συνx  π + x - (-ημx) - συνx
2



 
 

π             =  - x ημx, x [0 , π]
2

 

 

 

x 0                               π
2

                                          π 

π  - x
2

 + - 

ημx + + 
q΄(x) + - 
q (x) 

  

 

q 

q 

     q (0) = q (π) = 0
π     0 < x <     q (0) < q (x)    q (x) > 0
2

π     x < π    q (x) > q (π)    q (x) > 0
2







  

   

 

     άρα η  q (x)  έχει μοναδικές ρίζες τις  x1 = 0  και  x2 = π 
 

1 1

2 2

     (ε ) : y - f (0) = f΄(0) (x - 0)    (ε ) : y = - x 
     (ε ) : y - f (π) = f΄(π) (x - π)    (ε ) : y = x - π
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     Θεωρώ τη συνάρτηση  q,  με  

π π     q (x) = x - συνx - ημx + ,  x [0 , π].
2 2

     Προφανείς ρίζες  τα  0  και  π.
    Έστω ότι η  q  έχει και τρίτη ρίζα  ρ,  με  0 < ρ < π.

     Η  q 

 



ος2  τρόπος

 
   

 είναι συνεχής στα  [0 , ρ]  και  [ρ , π]
     Η  q  είναι παραγωγίσιμη στα  (0 , ρ)  και  (ρ , π), με

π π         q΄(x) = x - συνx - ημx +  
2 2

π π                 = x - συνx + x - (συνx)΄ - 
2 2



   

  (ημx)΄ 

                = συνx  π + x - (-ημx) - συνx
2



 

1 2

1 2

 

π               =  - x ημx
2

     q (0) = q (ρ) = q (π) = 0
     Θ. Rolle
     υπάρχουν  x (0 , ρ)  και  x (ρ , π),  τέτοια ώστε
     q΄(x ) = q΄(x ) = 0

      ATOΠΟ,  διότι η  q΄(x)  μηδενίζεται μόνο σ





 

πτα  0,   και  π.
2

 

άρα η  q (x)  έχει μοναδικές ρίζες τις  x1 = 0  και  x2 = π 

 
1 1

2 2

     (ε ) : y - f (0) = f΄(0) (x - 0)    (ε ) : y = - x 
     (ε ) : y - f (π) = f΄(π) (x - π)    (ε ) : y = x - π
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Γ2. 1η λύση 

 

π

2 0
π

0
π
0

2

2

1 2 2

2 2 2 2

    E  = - -ημx dx 

         = ημx dx 

         = -συνx  
         = -συνπ + συν0 
         = 2

1    (ΟΑΒ) = (ΟΒ) (ΑΚ) 
2
1 π π              = π  = 
2 2 4

π
Ε (ΟΑΒ) - Ε Ε(ΟΑΒ) 4     =  =  -  =  
Ε Ε Ε Ε 2

 

 




 

2

π π π
02 0 0

1

2

2

1 2

1 0

π=  - 1
8

    

    E  = - -ημx dx = ημx dx = -συνx  = -συνπ + συν0 = 2

1 1 π π(ΟΑΒ) = (ΟΒ) (ΑΚ) = π  = 
2 2 2 4        ή

πΕ  = (ΟΑΒ) - Ε  =  - 2
4

E  =  (-ημx + 

 (με υπολογισμό του 

x) d

 Ε )

x

    

   

 

η2  λύση

π π
2

π
2

π π2 2 22

π0
2

2

2
1

2

 + (-ημx - x + π) dx 

x x π    = -συνx +  + -συνx -  + πx  =  - 2
2 2 4

π  - 2Ε π4     =  =  - 1
Ε 2 8
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-

-

- -

x π x π

x π

x π x π

f (x) + x 1  = f (x) + x  = + ,  διότι
f (x) - x + π f (x) - x + π

       f (x) + x  = π > 0  και  

1        = + ,  διότι  f (x) - x + π  = 0  
f (x) - x + π

      

im im

im

im im

 



 

    


 

 



 

Γ3.

f 2

f 2

x > 0

    αφού η  C   βρίσκεται πάνω από την  ε , 
          άρα  f (x) - x + π > 0. 

 
      Για κάθε  x [1 , e]  η  C   βρίσκεται πάνω από την  ε , άρα  

f (x) π      f (x) > x - π      > 1 - 
x





η1  λύσηΓ4.

 
 

e e

1 1

e ee
1

1 1

x > 0

   
x

f (x) π      dx > 1 -  dx 
x x

f (x) f (x)       dx > x - π x      dx > e - 1 - π
x x

      
      Για κάθε  x [1 , e]  είναι :

      ημx < 1    -ημx > -1      f (x) > -1   

n





 



  

 

 

η2  λύση

 

e e

1 1

e ee
1

1 1

e

1

  
f (x) 1 f (x) 1       > -         dx > -  dx  

x x x x
f (x) f (x)       dx > - x      dx > -1 

x x
      Όμως είναι  -1 > e - 1 - π   αφού  π > e

f (x)      επομένως   dx > e - 1 - π
x

n
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ΘΕΜΑ Δ

- -

3 4
0 x 0 x 0

x 0

 Η  f  είναι συνεχής στο  [-1 , 0)  ως σύνθεση συνεχών.
      Η  f  είναι συνεχής στο  (0 , π]  ως γινόμενο συνεχών.

      Στο  x  = 0 : f (x) = x  = 0

                           

im im

im
 



 



Δ1.

+ +

x
0x 0

0

f (x) = (e ημx) = 0  f  συνεχής στο  x  = 0

                           f (0) = e ημ0 = 0
     Eπομένως η  f  είναι συνεχής στο  [-1 , π].

    Aναζητούμε την παράγωγο της  
  

f
 x [-1 ,   

im






 





 

        
 

          

1 2-3 4 4 4 4 33 3
2

4 3

3 3 3

3 3 3 3 38 6 2 2 2 2

x < 04 4 13 4 3 3 3

3
3

 0) :  

1 1 1f΄(x) = x  = x  = x x  = 4x  
3 3 x            ή

4x 4x 4x 4x=  =  =  =  < 0
3 x 3 x x 3x x 3 x

4f΄(x) = x  = x  =  -x  = -x -x  
3         

4 4 -x       = -x (-1) = -
3

   

 

  

 

 

 
- - - -

+

x x

3 34
3

0 x 0 x 0 x 0 x 0

x 0

 < 0
3

 x (0 , π] :  f΄(x) = e ημx  = e (ημx + συνx) 

f (x) - f (0) x -x -x x  = 0 :  =  =  = - -x  = 0
x - 0 x x

f (x) - f (0)                    

     

 

  = 
x

    

 - 0

im im im im

im

   



  





    



 

 

+ + +

x
x

x 0 x 0 x 0

0

3

3 2

x

 
e ημx ημx = e  = 1 1 = 1

x x
        η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  x  = 0.  

4x 4 -x , x [-1 , 0) -  , x [-1 , 0)     Άρα  f΄(x) = ή  f΄(x) =3 x 3
e (ημx+συνx), x (0,π] e

im im im
  


 

   

  

 

  

x(ημx+συνx), x (0,π]
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0

0

       Η  f  δεν παραγωγίζεται στο  x  = 0,  
       άρα το  x  = 0  είναι ένα κρίσιμο σημείο.

       Είναι  f΄(x) < 0  στο  [-1 , 0), 
       άρα η  f  δεν έχει κρίσιμα σημεία στο  [-1 , 0).

       Στο  

 
 

xe  > 0
x(0 , π] :  f΄(x) = 0  e (ημx + συνx) = 0   ημx + συνx = 0

πημx + συνx = 0   συνx = -ημx   συνx = συν  + x   
2

πx = 2κπ -  + x , κ Ζ  ή   x
2       

  

  


π = 2κπ -  + x
2

 

x (0 , π]

κ = 1

 αδύνατη  

π π2x = 2κπ - , κ Ζ   x = κπ - , κ Ζ   
2 4

π 3πx = π -   x =  (κρίσιμο σημείο)
4 4

        ή

ημx + συνx = 0                            Είναι συνx 0, διότι   
ημx συνx + 
συνx συ

       





   



 

2 2

2 2

 = 0                       αν συνx = 0, τότε ημx = 0.
νx

εφx + 1 = 0                                 Όμως  ημ x + συν x = 1 
εφx = -1                                       0  + 0  = 1 (άτοπο)

εφx = εφ



 



 
x (0 , π]

κ = 1

0 1

π-     
4

π π 3πx = κπ - , κ Ζ   x = π -   x = (κρίσιμο σημείο)
4 4 4

3π       Επομένως τα κρίσιμα σημεία της  f  είναι τα  x  = 0  και  x  = .
4
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Δ2.  Στο  [-1 , 0)  είναι  f΄(x) < 0. 

 

   
 

π π
2 2

3πΣτο  0 ,  η συνεχής  f΄  δεν μηδενίζεται, 
4

άρα από συνέπειες Θ.Bolzano διατηρεί σταθερό πρόσημο 
π π πκαι επειδή  f΄  = e ημ  + συν  = e  > 0
2 2 2

3πθα είναι  f΄(x) > 0,  για κάθε  x 0 , .
4

3πΣτο   , π
4









   π π

 η συνεχής  f΄  δεν μηδενίζεται, 

άρα από συνέπειες Θ.Bolzano διατηρεί σταθερό πρόσημο 
και επειδή  f΄ π  = e ημπ + συνπ  = -e  < 0

3πθα είναι  f΄(x) < 0,  για κάθε  x  , π .
4






   

 

x -1                    0                  3π
4

                   π 

f΄(x) 
 

- + -  
f (x) 

   

3π    Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στα  [-1 , 0]  και   , π ,
4

3π   ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο  0 , .
4

   Η  f  παρουσιάζει :
   τοπικό μέγιστο για  x = -1,  την τιμή  f (-1) = 1
   τοπικό

 
  

 
  




  3π
4

 ελάχιστο για  x = 0,  την τιμή  f (0) = 0

3π 3π 2   τοπικό μέγιστο για  x = ,  την τιμή  f  = e
4 4 2

   τοπικό ελάχιστο για  x = π,  την τιμή  f (π) = 0
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1

1

1

2

     Δ  = [-1 , 0] 
        Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ
        f (-1) = 1

   f (Δ ) = [0 , 1]
        f (0) = 0

3π     Δ  = 0,  
4

        Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα σ



 




 

+

-

2

x 0 3π
3π 4

24

3πx
4

3

3

3π
4

το  Δ
        f (x) = 0  

2  f (Δ ) = 0 , e2 2        f (x) = e
2

3π     Δ  = ,π
4

        Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ

3π 2        f  = e
4 2

  

im

im






      


    





3π
4

3

3π( )
4

1 2 3

*

3π 3π
4 4

2   f (Δ ) = 0 , e
2

      f (π) = 0

    Επομένως το σύνολο τιμών της  f  είναι 

2    f (A)

* 2 > 

 = f (Δ ) f 

1

(Δ ) f (Δ

3π 1 e   > 1    e  > e    e  >  > 1
4 2 2

) =  0 , e
2

    

      

 


 

   

 3π( )
42  e  > 1

2

x 
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5x x x 4x

4x

π 5x x

0

Θεωρούμε τη συνάρτηση  φ,  με  φ (x) = g (x) - f (x),  x [0 , π].
      φ (x) = e  - e ημx = e (e  - ημx)

      Για  x [0 , π]  είναι  ημx 1 e ,  άρα  φ (x) 0

      E = φ (x) dx = (e  - e η



 

   



Δ3. 

 

π π π5x x

0 0 0

π5x 5π 5ππ 5x
0 0

π π ππx x x x
00 0 0

π x x
0

μx) dx = e  dx - e ημx dx

e e 1 e  - 1 e  dx =  =  -  = 
5 5 5 5

  = e ημx dx = (e )΄ ημx dx = e ημx  - e (ημx)΄ dx 

           = 0 - 0 - e συνx dx = - (e )΄ συνx 



    

     

 

  



  


 

π

0
π ππx x π x

0
0 0

ππ x π
0

π
π π

π 5x x
0

dx 

     = - e συνx  + e (συνx)΄ dx  = e  + 1 + e (-ημx) dx

      = e  + 1 - e ημx dx= e  + 1 - 

e  + 1    Είναι   = e  + 1 -     2  = e  + 1     = 
2

      E  = e  dx - e ημx dx

  

 

     




 




π

0
5π π

5π π

5π π

e  - 1 e  + 1          =  -  
5 2

2e  - 2 5e  + 5          =  - 
10 10

2e  - 5e  - 7          =  τ.μ.
10
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3π 3π- - 24 4

2

3π 3π
4 4

3π
2 4

2 3π
4

2

 16e f (x) - e (4x - 3π)  = 8 2  
16f (x) (4x - 3π)        -  = 8 2  

e e

       16f (x) - (4x - 3π)  = 8 2 e   

3π       16f (x) - 4 x -  = 8 2 e   
4

3π       16f (x) - 16 x -  =
4





 

     

Δ4. 

 
 

 

3π
4

3π
2 4

2 3π
4

23π
4

3π 3π
4 4

 8 2 e   

3π 8 2 e       f (x) - x -  =   
4 16

3π 2       f (x) - x -  = e   
4 2

2 3π       f (x) - e  = x -  
2 4

2 2      Η  f  παρουσιάζει ολικό μέγιστο το  e ,  άρα  f (x) e
2 2

     f (x)

 




 



   

 

3π
4

2

2 3π - e 0  και το  "="  ισχύει μόνο για  x =   (1)
2 4

3π 3π     Eίναι  x - 0  και το  "="  ισχύει μόνο για  x =   (2)
4 4

3π    Από  (1)  και  (2)  για να ισχύει η ισότητα, πρέπει  x = .
4

    Επομένως 

 



3πη εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την  x = .
4

 


